




































































































𝐸 , ethanol concentrations at the time the first bioreactor  is unloaded;  𝐸   and  𝐸   the 
ethanol concentrations during loading of the first and second bioreactor, respectively;  𝑉  









work was  carried out  for modelling  the behavior of  two  serially arranged bioreactors 
working in a repeated semi‐continuous mode [27]. Now, in this work, the obtained black 
box models are being used to find the operating conditions leading to the maximum and 























Alkosens probe  equipped with  an Acetomat  transducer  from Heinrich Frings,  respec‐
tively. 
2.2. Operating Mode 
Operation of  the  two bioreactors working serially, see Figure 2,  is summarized as 
follows: once the ethanol concentration in the first reactor decreased to a preset value  𝐸 , 
a volume of medium  𝑉  was unloaded  into  the  second. Then, both bioreactors were 





bioreactor may not be loaded to full capacity and  𝑉   be less than 8 L as a result. In addi‐
















for the volume of medium, ethanol concentration and acetic acid concentration in each bioreactor.  𝐸   and  𝐸   are the 
ethanol concentrations at  the  time  the  first and second bioreactor, respectively, are unloaded;  𝐸   and  𝐸   the ethanol 







𝑠. 𝑡.  ℎ 𝑥 0
𝑔 𝑥 0
,  (1)
where  𝑓 𝑥   denotes the objective function,  𝑥  the vector of operational (decision) varia‐
bles,  ℎ 𝑥   the set of equality constraints and  𝑔 𝑥   that of inequality constraints.   




Karush–Kuhn–Tucker  (KKT)  conditions  can  be determined  [28,29]  from  the Lagrange 
function shown in Equation (2) for a maximization problem (for a minimization problem, 
the Lagrange function is the same as Equation (2) simply by changing the sign of  𝑓 𝑥 ). 
ℒ 𝑥, 𝜆,𝜇 𝑓 𝑥 ∑ 𝜆 ℎ 𝑥 ∑ 𝜇 𝑔 𝑥 ,  (2)
where  𝜆   and  𝜇   are the KKT multipliers. 
Equation (3) sets the first‐order KKT conditions needed for optimality: 
𝛻 ℒ 𝑥, 𝜆,𝜇 0
ℎ 𝑥 0
𝑔 𝑥 0
𝜇 𝑔 𝑥 0
𝜇 0
,  (3)
where  𝛻   is the gradient operator with respect to  𝑥. 
𝛻 𝑔   and  𝛻 ℎ  must be linearly independent of the active constraints at the critical 
points  𝑥∗  obtained as  solutions  to Equation  (3). The active  constraints at  𝑥∗  are  those 
with associated non‐zero KKT multipliers. In a maximization problem, if  𝑓 𝑥   is concave 
and all  𝑔 𝑥   functions are convex, then  𝑥∗ will be the global solution to the optimization 
problem. Otherwise, it will be necessary to check whether the second order KKT condi‐




last  𝑛 𝑚  leading principal minors of the bordered Hessian 𝐵  (Equation (4)) evaluated 
on a critical point. 
𝐵 𝑥, 𝜆, 𝜇
𝛻 ℒ 𝑥, 𝜆,𝜇 𝛻 𝑔 𝑥
𝛻 𝑔 𝑥 0     
,  (4)
where  𝑛  is the number of operational variables, 𝑚  that of active constraints at the critical 
point,  𝛻 ℒ 𝑥, 𝜆, 𝜇   the Hessian matrix of  ℒ 𝑥, 𝜆,𝜇   and  𝑔 𝑥   the set of active constraints. 
The kth leading principal minor of 𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇   equals  |𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇 |  [i.e., the determi‐
nant of  the  𝑘 𝑘  submatrix  taken  from  the upper‐left of 𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇 ]. Therefore,  the  last 
leading principal minor of 𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇   equals  𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇   [i.e., the determinant 
of the whole matrix 𝐵 , the penultimate one being  𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇   and so on. 
For a critical point to be a local maximum,  𝑠𝑖𝑔𝑛 𝐵 𝑥, 𝜆,𝜇  must be equal to 











bioreactor system was obtained (Equation (5)). The model allowed  𝑟    to be es‐
timated with an error of 0.01 g acetic acid∙(100 mL∙h)−1. 
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𝑟   0.51 0.43 𝐸 0.0654 𝐸
0.00456 𝐸 𝑉 0.00468 𝐸 𝐸




(“S3.docx” file), not all the terms in Equation (5) have the same influence on  𝑟  ; 
the higher  the value of  the statistic F  (see Table 1), the more significant  the  term  is  for 





𝐸   342.526  −0.0654 
𝐸   392.086  0.43 
𝑇 𝐸   56.948  0.000672 
𝐸 𝐸   28.095  −0.00468 
𝐸 𝑇   119.001  0.000839 




[30] that allowed the maximum or minimum value of  𝑟    to be calculated (see 
file “Optimal_rA.m” in Supplementary Materials). 
The  optimization  problem  addressed  to maximize  𝑟    is  represented  by 
Equations (6) and (7). The latter sets the constraints imposed by the experimental condi‐
tions on the operational variables. 









where  𝑉   is the volume of medium unloaded from the first bioreactor into the second, 
𝐸   the ethanol concentration during loading of the first bioreactor,  𝐸   the ethanol con‐
centration at the time the first bioreactor is unloaded,  𝑇   the temperature in the first bio‐
reactor and  𝐸   the ethanol concentration in the second bioreactor during loading. 
Solving the previous optimization problem provided the operating conditions of Ta‐
ble 2. 
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plotting the response surfaces of  𝑟    varying just a pair of the operational varia‐
bles at once, it is possible to show that significant changes can only be found when the 
variable  𝐸   is included. By way of example, response surfaces varying  𝐸   and  𝐸   on 




Figure 3. Response surfaces of  𝑟    varying  𝐸 and  𝐸   (a) as well as  𝐸 and  𝐸   (b), using values from Table 2 
for the remaining operational variables. 
Since  𝑟    could be subject to an error of up to 0.01 g acetic acid∙(100 mL∙h)−1, 
we  checked whether  other  combinations  of values of  the  operational variables  falling 
within the ranges imposed by their errors would lead to maximum values over the range 
0.26 ≤  𝑟    ≤ 0.27 g acetic acid∙(100 mL∙h)−1. A systematic analysis provided the 
ranges shown in Table 3. With a 0.2 interval for each variable, such ranges led to a total of 
162 combinations of which only 109 (see Table S1 in file “S1.docx” in Supplementary Ma‐





Table  3. Upper  and  lower  end  of  the  ranges  over which  the  operational  variables maximized 
𝑟  . 




















Conversely, minimizing  𝑟    led  to  the  results  of Table  4  (see  file  “Opti‐
mal_rA.m” in Supplementary Materials). The problem was like that stated in Equations 
(6) and (7) except that the aim was to minimize  𝑟    rather than maximize it. 















5.75  4.0  2.0  28  4.5  –  0.11 
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As in the previous case, the error made in modelling  𝑟   was used to exam‐
ine the combinations of values of the operational variables, with provision for their errors 
(see Table 5), leading to minimum values over the range 0.11 ≤  𝑟    ≤ 0.12 g acetic 
acid∙(100 mL∙h)−1. The ranges of Table 5 for the operational variables, with 0.2 unit inter‐
vals, led to a total of 550 combinations only 29 of which provided an  𝑟    value 
falling in the previous range of minimum values (see Table S2 in file “S1.docx” in Supple‐





Table  5. Upper  and  lower  end  of  the  ranges  over which  the  operational  variables minimized 
𝑟  . 



















provided  the  estimated  values  of  Table  6  for  𝑃  ,  𝐸  ,  𝑉  ,  𝑡  ,  𝑉  , 
𝐸𝑡𝑂𝐻  ,  𝐸𝑡𝑂𝐻  , 𝐻𝐴𝑐    and 𝐻𝐴𝑐    under the operating conditions maxim‐
izing or minimizing  𝑟  . The ranges of some variables reflect differences due to 
the influence of  𝑇  —like  𝑟  , other variables were independent of the tempera‐
ture in the second reactor, however. 
𝑃  243.705 18.324 𝑉 72.736 𝐸 21.525 𝐸
9.708 𝐸 1.102 𝐸 𝑉 0.534 𝑇 𝑉
0.742 𝑇 𝐸 0.416 𝐸 𝐸 0.175 𝑇 𝐸
0.12 𝑇 𝐸 0.399 𝑇 𝐸 0.101 𝑇 𝐸
,  (8)
𝐸   14.935 5.371 𝐸 0.988 𝐸 0.0592 𝐸 𝑉
0.456 𝐸 𝑉 0.0678 𝐸 𝐸
 0.494 𝐸 𝐸 0.049 𝑇 𝐸
,  (9)
𝑉   4.921 1.399 𝐸 0.59 𝐸
0.665 𝐸 𝑉 0.324 𝐸 𝑉
0.172 𝐸 𝐸 0.0275 𝑇 𝐸
,  (10)
𝑡   518.591 156.652 𝑉
6.474 𝑇 13.556 𝑉
1.076 𝑇 𝑉 0.864 𝐸 𝐸
,  (11)
𝑉  4.306 4.739 𝐸 0.841 𝐸
0.336 𝐸 𝑉 0.0127 𝑇 𝑉
0.125 𝐸 𝐸 0.0326 𝑇 𝐸
0.0735 𝑇 𝐸 0.0358 𝑇 𝐸
,  (12)
𝐸𝑡𝑂𝐻  2.312 0.0932 𝐸
0.0191 𝐸 𝑉 0.175 𝐸 𝐸
,  (13)
𝐸𝑡𝑂𝐻  4.327 0.179 𝐸 𝑉
0.306 𝐸 𝐸 0.0182 𝑇 𝐸
,  (14)
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𝐻𝐴𝑐  9.188 0.0932 𝐸
0.0191 𝐸 𝑉 0.175 𝐸 𝐸
,  (15)
𝐻𝐴𝑐  7.227 0.177 𝐸 𝑉
0.305 𝐸 𝐸 0.0178 𝑇 𝐸
,  (16)
Table 6. Values of the state variables under the operating conditions maximizing and minimizing  𝑟  . 
Variable 
Conditions Minimizing  𝒓𝑨 𝒈𝒍𝒐𝒃𝒂𝒍 𝒆𝒔𝒕 
(0.11 g Acetic Acid∙(100 mL∙h)−1) 
Conditions Maximizing  𝒓𝑨 𝒈𝒍𝒐𝒃𝒂𝒍 𝒆𝒔𝒕 
(0.27 g Acetic Acid∙(100 mL∙h)−1) 
𝑃  , g acetic acid∙h−1  20.6 ± 0.7  22.0 ± 0.7  27.5 ± 0.7  28.6 ± 0.7 
𝐸  , % (v/v)  0 ± 0.3  0.4 ± 0.3  1.4 ± 0.3  2.2 ± 0.3 
𝑉  , L  7.77 ± 0.22  7.99 ± 0.22  7.63 ± 0.22  7.97 ± 0.22 
𝑡  , h  51.1 ± 2.5  20.8 ± 2.5 
𝑉  , L  14.04 ± 0.33  14.32 ± 0.33  14.06 ± 0.33  14.36 ± 0.33 
𝐸𝑡𝑂𝐻  , % (v/v)  3.8 ± 0.2  5.2 ± 0.2 
𝐸𝑡𝑂𝐻  , % (v/v)  2.4 ± 0.4  2.7 ± 0.4  3.6 ± 0.4  3.9 ± 0.4 
𝐻𝐴𝑐  , % (w/v)  7.7 ± 0.2  6.3 ± 0.2 
𝐻𝐴𝑐  , % (w/v)  8.8 ± 0.4  9.1 ± 0.4  7.5 ± 0.4  7.9 ± 0.4 
Based on the previous results, the highest and lowest mean rate of acetic acid pro‐
duction were obtained by using extreme values of some operational variables. Thus, the 
minimum  𝑟    value (Table 4) was obtained with the lowest temperature in the 
first bioreactor (T1 = 28 °C), and the smallest values in the ranges of  𝐸   and  𝐸   [viz., 4% 
and 2% (v/v), respectively]. These results suggest that the smaller the amount of substrate 
available to AAB and the higher the acidity to which the bacteria are exposed during a 




and so was  𝑟    as a consequence. This result is consistent with those of model‐
ling studies on a single bioreactor using both first‐principles and black‐box models [8–
10,22,23,31,32]. 
On the other hand, if the aim is to maximize  𝑟  , the operating conditions 
should be essentially the opposite of those described in the previous paragraph. As can 
be seen  from Table 6, such conditions resulted  in  increased mean substrate availability 
and decreased mean acidity in both bioreactors. 
One other  interesting conclusion  is  that  𝑃    is rather different under  the condi‐
tions maximizing  and minimizing  𝑟    (see Table  6). As  expected,  the greater 
𝑟    is, the higher will be acetic acid production. However, as shown in the fol‐
lowing section, the maximum mean rate did not result in the highest possible  𝑃    level. 
3.2. Optimization of 𝑃   




ational variables (𝐸 ,  𝐸   and  𝑉 ) have a direct influence on  𝑃  , but as explained be‐
fore in the case of Equation (5), not all the terms in Equation (8) have the same influence 
on  𝑃    (see Table 7); the higher the value of the statistic F, the more significant the term 
is for  𝑃  ; it can be seen from Table 7 that the most influential term is that of  𝐸 . 
   







𝑇 𝐸   92.918  0.742 
𝐸   961.793  −9.708 
𝐸   326.099  72.736 
𝑇 𝐸   34.06  0.101 
𝑇 𝑉   58.929  −0.534 
𝑉   46.188  18.324 
𝐸   63.689  21.525 
𝑇 𝐸   77.65  −0.399 
𝑇 𝐸   35.845  0.175 
𝐸 𝐸   16.55  −0.416 
𝐸 𝑉   19.078  −1.102 
𝑇 𝐸   5.284  −0.12 
Below is described the procedure followed to identify the operating conditions max‐
imizing (the industrial target) or minimizing (an undesirable outcome)  𝑃  . 
The procedure of Section 2.3 to develop a MATLAB script to identify the optimum 
(maximum or minimum)  𝑃    value was used  (see  file “Optimal_Prod.m”  in Supple‐
mentary Materials). The conditions maximizing  𝑃    can be identified by solving Equa‐
tions (17) and (18), the latter containing the constraints imposed by the values of the ex‐
perimental variables under the experimental conditions used. 










where  𝑇   is the  temperature  in  the second bioreactor. Table 8 shows  the value of each 
operational variable maximizing  𝑃    and hence the solution to the optimization prob‐
lem. 















4.25  5.1  4.0  32  4.5  28  36.6 
In a  similar way  to  the previous discussion on  𝑟  , plotting  the  response 
surfaces of  𝑃    varying just a pair of the operational variables at once, it is possible to 
show that significant changes can only be found when the variable  𝐸   is  included. By 
way of example, response surfaces varying  𝐸   and  𝐸   on one side and  𝐸   and  𝐸   on 
the other are shown in Figure 4a,b, respectively. Values from Table 8 are used for the re‐
maining variables. 





Figure 4. Response surfaces of  𝑃    varying  𝐸   and  𝐸   (a) as well as  𝐸  and  𝐸   (b), using values from Table 8 for 
the remaining operational variables. 
Similarly to  𝑟  , the errors in  𝑃    and the operational variables were used 
to identify the combinations of variables leading to values over the range 35.9 ≤  𝑃    ≤ 
36.6 g acetic acid∙h−1 (see Table 9). The ranges of Table 9, at 0.2 unit intervals, allowed a 
total of 4320 combinations to be identified of which 50 provided a  𝑃    value within the 
previous range (see Table S3 in file “S1.docx” in Supplementary Materials). However, any 
of the 4320 combinations led to a very high  𝑃    value (32.8–36.6 g acetic acid∙h−1, which 
are close to that range). Therefore, any of the combinations of operational variables at val‐
ues within the ranges of Table 9 would lead to a near‐maximum  𝑃    value. 
Table 9. Upper and lower end of the ranges over which the operational variables maximized 𝑃  . 
End  𝑽𝒖𝟏, L  𝑬𝒍𝟏, % (v/v)  𝑬𝒖𝟏, % (v/v)  𝑻𝟏, °C  𝑬𝒍𝟐, % (v/v)  𝑻𝟐, °C 
Lower  4.25  4.9  3.7  31.3  3.5  28.0 
↨  ↨  ↨  ↨  ↨  ↨  ↨ 
Upper  4.45  5.3  4.0  32.0  4.5  30.9 
Minimizing  𝑃    provided  the  results of Table 10  (see  file “Optimal_Prod.m”  in 
Supplementary Materials). 















5.75  4.0  4.0  31.9  2.5  32  14.7 
The combinations of values of the operational variables leading to minimum  𝑃   
values over the range 14.7 ≤  𝑃    ≤ 15.4 g acetic acid∙h−1 were identified similarly to those 
maximizing this dependent variable. Using the values in the ranges of Table 11 (0.2 unit 
intervals) provided 360 combinations of which 36 leading to  𝑃    values within the pre‐
vious  range  (see Table S4  in  file “S1.docx”  in Supplementary Materials). However, all 
combinations  led  to very  low  𝑃    values: 14.6–17.1 g acetic acid∙h−1, which are very 
close to the minimum value. 
   

























minimum  𝑃    values. 






𝑟  , g acetic acid∙(100 mL∙h)−1  0.18 ± 0.01  0.21 ± 0.01 
𝐸  , % (v/v)  0.0 ± 0.3  4.3 ± 0.3 
𝑉  , L  7.56 ± 0.22  6.71 ± 0.22 
𝑡  , h  43.0 ± 2.5  19.2 ± 2.5 
𝑉  , L  11.58 ± 0.33  12.07 ±0.33 
𝐸𝑡𝑂𝐻  , % (v/v)  4.1 ± 0.2  4.8 ± 0.2 
𝐸𝑡𝑂𝐻  , % (v/v)  1.8 ± 0.4  4.5 ± 0.4 
𝐻𝐴𝑐  , % (w/v)  7.4 ± 0.2  6.7 ± 0.2 
𝐻𝐴𝑐  , % (w/v)  9.7 ± 0.4  7.0 ±0.4 
As can be seen, the conditions maximizing  𝑃   were different from those maxim‐
izing  𝑟  . In fact,  𝑃    and  𝑟    are related by the mean volume of me‐
dium,  𝑉  , in Equation (19). Since the bioreactors worked in a semi‐continuous mode, 
the mean volume was dependent on the particular operating conditions and those result‐
ing  in  the maximum possible values of  𝑃    and  𝑟    need not  coincide  (see 












12, allow the  𝑟    and  𝑃    results to be more easily understood. 
One other major inference is that, based on Table 12, maximizing  𝑃    leaves a sub‐
stantial amount of unavailable ethanol in the second bioreactor [𝐸   = 4.3% (v/v)], which 
is, in general, industrially unacceptable. It is, therefore, interesting to identify the specific 







production (𝑃    in Equation (8)) under a constraint on the ethanol concentration at the 
time the second bioreactor is unloaded (𝐸    in Equation (9)). The optimization problem 
is stated in Equations (20) and (21). 
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previous problem with  𝐸    values from 0.2% to 1.5% (v/v). 


















4.76  5.2  2.3  32.0  4.5  32.0  34.6  0.2 
4.53  5.2  2.4  32.0  4.5  32.0  34.9  0.5 
4.25  5.2  2.7  32.0  4.5  32.0  35.4  1.0 
4.25  5.2  3.2  32.0  4.5  32.0  35.5  1.5 
The solution was obtained by using the MATLAB script of Section 3.2 (see file “Op‐
timal_Prod.m” in Supplementary Materials) as expanded with the constraint on  𝐸  . 
The previous range of  𝐸   was used to consider virtually complete and less marked 
depletion of the substrate because some vinegars (particularly those under a designation 
of origin or aged in casks) are allowed to contain higher levels of residual ethanol. 






ported  for others operating  in parallel  [8–10,22,23,31,32]. Because  the previous  studies 
were conducted at 31 °C, we estimated  𝑃   and  𝐸   at that temperature. As can be seen 
from Table 14,  there were no substantial differences  in performance between the serial 
and parallel configurations when  𝑃  was maximized under no constraint on  𝐸  —not 
even at the optimum  𝑇   and  𝑇   values found here. However, maximizing  𝑃  with  𝐸  
= 0.5%  (v/v)  resulted  in  the serial system being more productive  than  the parallel one. 
Specifically, at 31 °C the former system reached a  𝑃   12.2% higher than did the latter. It 




























35.2 ± 0.5  34.8 ± 0.7  35.9 ± 0.7  29.6 ± 0.5  33.2 ± 0.7  34.2 ± 0.7 
𝐸  
% (v/v) 
3.0 ± 0.2  3.7 ± 0.3  4.3 ± 0.3  0.5 ± 0.2  0.5 ± 0.3  0.5 ± 0.3 
Finally, it should be noted that using two serial bioreactors results in very high acetic 









tion were obtained: a maximum value of  𝑟  0.27  g acetic acid∙(100 mL∙h)−1 
was achieved when  𝑉 4.25  L,  𝐸 6%  (v/v),  𝐸 3.07%  (v/v),  𝑇 32  °C,  𝐸
4.5%  (v/v) and a minimum value of  𝑟  0.11  g acetic  acid∙(100 mL∙h)−1 was 
achieved when  𝑉 5.75   L,  𝐸 4%  (v/v),  𝐸 2%  (v/v),  𝑇 28   °C,  𝐸 4.5% 
(v/v). 
In  addition,  the  conditions  leading  to  the maximum  and minimum  productivity 
were:  𝑃  36.6  g acetic acid∙h−1 was achieved when  𝑉 4.25  L,  𝐸 5.1%  (v/v), 
𝐸 4%  (v/v),  𝑇 32   °C,  𝐸 4.5%  (v/v),  𝑇 28   °C  and  𝑃  14.7   g  acetic 
acid∙h−1 was achieved when  𝑉 5.75  L,  𝐸 4% (v/v),  𝐸 4% (v/v),  𝑇 31.9  °C, 
𝐸 2.5% (v/v),  𝑇 32  °C. 
The operating conditions needed to maximize productivity while ensuring ethanol 
depletion to a preset degree were also identified: 4.25 ≤  𝑉   ≤ 4.76 L,  𝐸 5.2% (v/v), 2.3 
≤  𝐸   ≤ 3.2% (v/v),  𝑇 32  °C,  𝐸 4.5% (v/v),  𝑇 32  °C to achieve 34.6 ≤  𝑃   ≤ 35.5 g 




ing in series and in parallel.  𝑃   can be maximized with no restrictions on  𝐸   by using 
either configuration. However, if the substrate is to be depleted [e.g.,  𝐸   = 0.5% (v/v)], 
then the serial configuration will be more productive. 
Supplementary  Materials:  The  following  are  available  online  at  http://www.mdpi.com/2076‐
3417/11/3/1217/s1.  “Optimal_rA.m”  and  “Optimal_Prod.m”:  MATLAB  scripts  for  optimizing 
𝑟    and  𝑃  , respectively. File “S1.pdf”: Combinations of operational variables to ana‐
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